
Lec 32 任意项级数

定义 32.1 (绝对收敛与条件收敛)

♣

设
∞∑
n=1

an 是一个级数, 如果
∞∑
n=1

|an| 收敛, 则称
∞∑
n=1

an 绝对收敛；如果
∞∑
n=1

an 收敛, 但

∞∑
n=1

|an|发散,则称
∞∑
n=1

an条件收敛.

命题 32.1

♠
若正项级数

∞∑
n=1

an收敛,则 ∀m > 1,
∞∑
n=1

amn 收敛.

证明
∞∑
n=1

an 收敛⇒ Sn =
n∑

k=1

ak 有界⇒ am1 + am2 + · · · + amn ⩽
(

n∑
k=1

ak

)m

有界⇒
∞∑
n=1

amn 收

敛.

32.1 例题
例 32.1判断下列级数的敛散性:(α > 0为常数)

1.
∞∑
n=2

1

n(lnn)α
;

2.
∞∑
n=3

1

n(lnn)(ln lnn)1+α
;

3.
∞∑
n=1

(−1)n−1
(
e

1
n2 − 1

)
;

4.
∞∑
n=1

(
λn

n+ 1

)n

, λ > 0;

5.
∞∑
n=1

1

n!
;

6.
∞∑
n=1

n+ 5√
(n2 + 1)(n3 + 4)

.

证明

1.
∫ ∞

2

1

x(ln x)α
dx =

∫ ∞

ln 2

1

tα
dt. 当 α > 1时,收敛;当 0 < α ⩽ 1时,发散.

2.
∫ ∞

3

1

x(ln x)(ln ln x)1+α
dx =

∫ ∞

ln ln 3

1

t1+α
dt. 当 α > 0时,收敛;当 α ⩽ 0时,发散.

3. e
1
n2 − 1 ∼ 1

n2
,故收敛.

4. lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

λn

n+ 1
= λ. 当 λ < 1 时, 收敛; 当 λ ⩾ 1 时, 发散. 当 λ = 1 时,an =



32.2 交错级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an的 Leibniz判别法

(
n

n+ 1

)n

→ e−1 ̸= 0.故发散.

5. 比值法: lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= 0.故收敛.

6.
n+ 5√

(n2 + 1)(n3 + 4)
∼ 1

n
3
2

,故收敛.

32.2 交错级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an的 Leibniz判别法

定理 32.1 (Leibniz判别法)

♡
设 {an}递减趋于零,则

∞∑
n=1

(−1)n−1an收敛.

例 32.2 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · 是交错级数,且 an =

1

n
递减趋于零,故收敛. 而且

∞∑
n=1

1

n
= ∞,故

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
是条件收敛的.

推论 32.1

♡
交错级数

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nλ
, λ > 1的时候绝对收敛, 0 < λ ⩽ 1的时候条件收敛.

32.3 重排定理

定理 32.2 (绝对收敛的重排定理)

♡
若

∞∑
n=1

an绝对收敛,则任意改变项和顺序后所得的新级数仍收敛,并且其和不变.

证明 设

a+n =
|an|+ an

2
, a−n =

|an| − an
2

,

即,

a+n =


an, an ⩾ 0,

0, an > 0,

−an, an ⩽ 0.
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32.3 重排定理

因此由 a+n 构成的级数
∞∑
n=1

a+n 是正项级数,并且满足

|an| = a+n + a−n > a+n , an = a+n − a−n ,

根据比较判别法可知
∞∑
n=1

a+n 都收敛,并且

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

a+n −
∞∑
n=1

a−n ,

∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

a+n +
∞∑
n=1

a−n .

当级数
∞∑
n=1

an 的求和顺序改变时,
∞∑
n=1

a+n 的求和顺序作相同的改变,
∞∑
n=1

a−n 的求和顺序作相同

的改变,因而前者的收敛性和收敛值也不会变.

推论 32.2

♡

级数
∞∑
n=1

an绝对收敛的充分必要条件是
∞∑
n=1

a+n 和
∞∑
n=1

a−n 都收敛.但如果级数是条件收敛

的,则两个级数
∞∑
n=1

a+n 和
∞∑
n=1

a−n 都发散到 +∞.

证明 第一个结论是显然的.对于第二个结论,因为
∞∑
n=1

|an|发散,故

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

a+n −
∞∑
n=1

a−n .

中三个级数不可能有两个收敛.所以
∞∑
n=1

a+n 只可能都发散.

定理 32.3 (Riemann重排定理)

♡

设级数
∞∑
n=1

an 条件收敛, 则适当改变求和的顺序可以使新级数收敛于给定的任意实数,

也可以使新级数发散到 +∞或 −∞.

证明 设 A是任意（有限）实数,不妨设 A > 0.设
∞∑
n=1

pn 是级数的非负项构成的级数,它发散

到 +∞,
∞∑
n=1

qn是级数的负项构成的级数,它发散到 −∞.我们这样确定重排：先放置

p1 + p2 + · · ·+ pm1

使得此和超过 A,再放置
q1 + q2 + · · ·+ qn1
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32.3 重排定理

直到整个部分和又刚小于 A,如继续下去,上述每一步都是可行的,因为
∞∑
n=1

pn和

∞∑
n=1

qn

都是发散的,增加若干项 pn 总会使和式刚好大于 A.增加若干项负的 qn 总会使和式刚好小于

A.
又因为 an → 0,所以 pn → 0, qn → 0,而重排后的级数的部分和与 A的差的绝对值始终小

于数列 {pn}的某一项,或小于数列 {qn}的某一项,故这样得到的重排级数收敛于 A.
为了使重排后的级数发散的 +∞,我们这样安排：先放置

p1 + p2 + · · ·+ pm1

使其大于 1,接着放一项 q1,然后接在后面放置

pm1+1 + · · ·+ pm2

使整个部分和大于 2,接着放一项 q2,继续下去,第 n次放置正项和一个负项后,整个部分和大
于 n− qn.于是重排的级数发散到 +∞.

� 作业 ex7.1:2(8)(12)(14)(15)(16),3,11,12(3)(5)(7),13.
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